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Vorwort

Neue Aufgabenformen im Abitur bringen vermehrt Aufgabenstellungen, in denen es darum geht,
Schaubilder zu analysieren und daraus andere Schaubilder zu erstellen oder Funktionsgleichungen
zu ermitteln.

Da aber auch GRT und zunehmend CAS-Rechner zugelassen bzw. vorausgesetzt werden, tauchen
jetzt auch Funktionen auf, die friher wegen zu hohem Rechenaufwand nicht Ublich waren, ich
spreche von ganzrationalen Funktionen 5. und héheren Grades.

Daher enthalt dieser Text auch Funktionen 5. und 6. Grades, die zur Schaubild-analyse ohne
Rechnung problemlos, wenn auch anspruchsvoller sind. Soll damit eine Funktionsgleichung
aufgestellt bzw. ausgewertet werden, werden CAS-Rechner dazu verwendet. Man beachte, dass
parallel zu diesem Text auch die Datei 49901

»Funktionen 1 mit ClassPad300“ geschrieben wird. Dort tauchen einige -’ “achenen
Aufgaben nochmals auf und werden weiterfihrend behandelt!

Ich trenne dies bewusst um hier keine Mammutaufgaben zu haben  d mich besser auf¢  ellte
Themenbereiche konzentrieren zu kénnen,

Friedrich Buckel www.mathe-cd.d e
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§ 1

1.1 Parabelfunktionen

Ganzrationale Funktionen

1  Eine ganzrationale Funktion 2. Grades

hat allgemein diese Gleichung f(x) =ax’ +bx+c. Ihr Schaubild ist eine Parabel.

2. Betrachten wir zuerst Normalparabeln ohne Streckungsfaktor:

Typ 1: f(x)=x’ Normalparabel, Scheitel: S J)

Typ 2: f(x)=(x- a)2 Normalparabel, Scheitel: 1]0)
Sie entsteht durch Verschic 1gderKurve y=x*> na
in x-Richtung.

Beispiele:  f(x) = (x-2)’ \ . Scheit.  ‘210)
f(x):(x+2)2 ha. 2n. ~itel S(-2jvu).

Typ 3: f(x)=x"+a M ~bel, Scheiv ~ S(0
Sie. t*ehv. "~ Versu <cbung aer Kurve y = x> uma
iny-Ri.  1g.

Beispiele: &) =X"+2 hatden « .citel S(0]2)
f(x)=x"- " * den Scheitel S(0|-2).

Typ 4: f(x)=. bx+  Normalparab '.
Den Schr  «kann man auf zwei Arten berechnen:
Durch  .Jratische Erganzung oder Uber die
1. A" .wungsfunktion (Siehe 3.)

Abbil-  yen dazu:
Dargeste  'nd die Parabeln z

Ki: f, -x°

K2 . f(X) = .)A

Ks: f(x) :(x+2)2

Kot f(x)=x"+2

Ks: f(x)=x"—2 "

Ke: f(x)=x"-4x+8 >

; X
4 2

Friedrich Buckel
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3. Parabeln mit Streckungsfaktor

Die Parabel mit der Gleichung y = ax? entsteht aus y = x? durch Streckung in y-Richtung
mit dem Faktor a. Ist a negativ, wird die Parabel zugleich an der y-Achse gespiegelt.

Ist a> 1, liegt eine echte Streckung vor, ist 0 <a <1, dann sollte man besser von einer
Stauchung sprechen.

Beispiele:
Die linke Abbildung zeigt in der Mitte die Normalparabel mit der Gleichung y = x? (K1),

2

dazu die Parabel y = 2x2 (K7) mit dem Streckfaktor 2 und die Parabel y = %x

mit dem Streckfaktor % (Ks), die daher flacher verlauft.

Die rechte Abbildung zeigt in der Mitte die nach unten gespiege” .vormalpai.
y=-x* (K9) dazu y=-2x* (K10) und y=-+x* (K11

A
y X
64 -
41
21
— X
5 — -
Werden gestreckte “eln- .choben, danr erkennt man das daran, dass in der Grundform
f(x) —ax’+bx+c a .nehr die Zab' uder -1) ist, sondern einen anderen Wert hat.
Dar .ndltman . hungern dr urm:
. 1 2 Y . . .
2: y=-Xx -2x+. 'Abbildung links)
¥
K13. =—x*+5x+1 oder K14: y=-2x"+5x-5. K
6 14

-

Die Bestimmung . ~c¢'  :list hier schwierig.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.d e
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4. Bestimmung des Parabelscheitels aus der Form f(x)= ax?+bx+c:

1. Methode:

Beispiel (1)

1. Schritt:
2. Schritt:

3. Schritt:

Quadratische Ergédnzung. (Viele Beispiele in 42011)

y=x*-6x+10

Absolutglied nach links: y—10 = x* —6x

Rechts das Ziel (x-3)2=x2-6x+ 9 erkennen. Die Zahl - 3 entsteht
durch Halbierung der Zahl -6 , die im doppelten Produkt auftritt.
Ihr Quadrat + 9 muf3 auf beiden Seiten erganzt werden:

y—-10+9=x*-6x+9

Zusammenfassen: y-1=(x- 3V

und den Scheitel ablesen: S(311°

Beispiel (2) -X+2

1. Schritt: y 2= X

2. Schritt: Ziel rechts erkennen : (x  P=xt-x++

und Quadrat +-- auf beiden Se’ inzen: v—2+ X\ —x+=+
. 7 1 2

3. Schritt: Zusammenf-ssen: L= ¢ —7)

Ergebnis: Scheite: \% | %)

Beispiel (3) y=1x"-2x+2
1. Schritt: AL *  dnach links: y-2==Lx"-2x
Denn ~ten Schritt  cht man in meist mit dem ersten zusammen:
afderre n'S” inuss der Streckfaktor i ausgeklammert werden.
. 'ammen. ch 1 heift in der Klammer Division durch -, also
Mu. ‘kation mit dem Kehrwert 4. Damit erhélt man:
y-2 =f(x2 —8x)
2. ritt: Re sdasZiel (x-4)*=x"-8x+16 erkennen.
. Quadratzahl + 16 wird rechts in der Klammer ergénzt.
Ja diese Klammer mit dem Faktor % multipliziert wird, haben wir in
Wirklichkeit nur +-16 ergénzt. Dies muss auch auf der linken
Seite geschehen:
y—2++-16|=+(x* -8x+16)
3. Schritt:

y+ %( 4)2

6

Zusammenfassen: y—-2+4-= %(X —8X+16)
+2=
S

und den Scheitel ablesen:

2
Scheitelform einer Parabel: |Y —Ys = k(x - Xs) !

Friedrich Buckel

www.mathe-cd.d e



41510 Schaubilderanalyse 1 8

2. Methode: Mit der Ableitungsfunktion. (Viele Beispiele in 42011)

Beispiel (1) Gegeben ist eine Parabelfunktion durch f(x) =x*-6x+10
Gesucht ist der Parabelscheitel S.
Ableitungsfunktion: f'(X) =2Ix+1
Im Scheitel besitzt die Parabel eine waagrechte Tangente, daher:
Bedingung: Tangentensteigung in S: Mg = f'(xs) =0
d.h. Ix+1=0 & Ix=-1 < xg=-2

y-Koordinatevon S: y, =f(-2)=1-2-1=-2 = S(—2|—2)

5. Berechnung der Nullstellen (Schnittpunkte r . der x-Achs. ~u
f(x)=ax?+bx+c:

In den Schnittpunkten mit der x-Achse gilt y =10 . f(x)

AN

Dies fuhrt auf die Gleichung

Beispiele: 24 '
a) f(x)=x"-2x-15 b~ dieNull.  nglew. x -2x-15=0 mitden Lésungen
X, = EhRAL" il :JS Als  'nd die Nulistellen N, (5]0), N,(-3]0).
2 2 3
by f(x)=<x’- 16 ' die Nullstelleraleichung +x*-6x+16=0 mit

At f36-4 6 -
- 14 ——6x -32=6iﬁ=6i2:{i N, (810). N, (410).

gibt Spezialfille ‘e ein ve cinfachteres Rechnen zulassen. Siehe 42011

Friedrich Buckel www.mathe-cd.d e
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[ ]

Wir wollen nun aus gegebenen Schaubildern die Funktions- bzw. Kurvengleichung erstellen.

/
Beispiel 1: Das Schaubild K; der Funktion f ist ¥

eine Parabel mit dem Scheitel S(3]0).
Daher lautet ihre Gleichung y = a(x - 3)2 :

Den Streckfaktor a bestimmt man etwa tber
den Schnittpunkt mit der y-Achse: Q(0]2)

=

Er liegt 3 Langeneinheiten links vom
Scheitel. Bei einer Normalparabel y = X
ware dies der Punkt P, der um 9 Uber der

x-Achse liegt. Erst wenn man mit dem Faktor -. .
2 \ |

< ,streckt” erhalt man den Punkt P’ mit der y-Koora ‘e 2. oP- 0 /
Dasselbe Prinzip ist auch bei K; anzuwen” 8/
2 X h

y=2(x-3)" bzw. f(X):%(x—S) . 6

] .
Eine andere Methode istes, ¢©  ~h die Koordin. n von : \ A ,
einzusetzen: 2=a(0-3)" . 9 > -2 :

Beispiel 2: Das Schaubild Ky ~ unktiong .  ‘ne nacn

geoffnete Parabs  .cdem Scheitel S\ s).

Daher hat ’arabel dies  .ieichung:

y=a-x’+5 “ei ~ .e negative Z- "l sein muss.

Man kann auch y +-x*+5 sck  en, dann ist a jedoch positiv.
v anwirn denP: . B(1]|3) und setzen ihn ein:

3=-a-1"+5 3= = a=2.

Auf diesen Strec  <tor komrnt man auch, wenn man vom Scheitel aus um 1 nach
rechts geht, dann  re das Quadrat ebenfalls 1, hier aber muss man um 2 nach unten.

ahermuss a=- sein. Ergebnis: y=-2x"+5.

Beispiel 3: Ne. ‘*eher s Schaubild lasst sich leicht analysieren.

Der S. ~ at gut erkennbare ganzzahlige Koordinaten: "'n 4 ,.f'

8(1 | -5) und der Streckfaktor ist 1, also liegt eine Normal- 3 {

parabel vor. Dies erkennt man daran, dass man vom Scheitel 2 :

aus um 1 nach links bzw. rechts gehen kann und dann um 12 Vo I,

also um 1 nach oben gehen muss um zu einem Kurvenpunkt . "-,1 B 3;" . E
r

zu kommen. T /

Aus der Scheitelform erhalt man dann: \ x
y+5=1-(x+ 1)2 bzw. y=x*-2x-4. /

Das Absolutglied -4 gibt zur Kontrolle auch noch den N
Schnittpunkt der Parabel mit der y-Achse an!

Friedrich Buckel www.mathe-cd.d e
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Beispiel 4: Bei dieser Parabel kann man den Scheitel ly |
nicht mehr ablesen. Daher muss man 3 Punkte
erkennen und aus deren Koordinaten die 6
Parabelgleichung bestimmen.
Man liestab: A(-1]5), B(2]2), c(314) A
1 4 - :
Ansatz fur die Parabelgleichung: / C
y=ax’ +bx+c. \

(
@ N

Durch Einsetzen der Punktkoordinaten erhalt
man ein System aus 3 Gleichungen mit den 3
Unbekannten a, b und c.

X
Loésung — : >
0 z
A eK:also 5= a- b+c (1) —_
BeK: also 2=4a+2b+c (-
CeK: also 4=9a+3b+c (3)
Die Elimination von c bewirkt man durch diese Operatione
(3) - (2): 2=5a+b (4)
(2)-(1): -3=3a+" (5)
Gleichung (5) vereinfacht man o . > Divisior. ‘'urch ¢
-1 ~+b \
(4) - (6): -4a
3
Also A=
in (6): b=-1-- __%:_.4
in (1): c=F +b:5_%_L_%
Ergebnis: L 2xP-Ly 2
Nachtrae”  sollnochde. eitelbe ~  werden:

‘x)=2x-Z. Sch Ibedingung: f'(x,)=
erg, ix-L=0 o ix=1 o x,=%-
7

%.i_l._+%:ﬂ_ﬁ+%:wzﬂ

Eingese \Y r ( %5 3

Ergebnis: S (F | =

Weitere Beispiele dazu findet man in 42011.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.d e
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Die Ableitungsfunktion einer Parabelfunktion macht Aussagen iiber deren Tangentensteigung.

. y /]

Beispiel 1 " /
3

Wir untersuchen die Funktion f(X) =Ix?+x-2. 21
lhre Ableitungsfunktion ist f'(x)=x+1. ’ 5
Deren Schaubild ist eine Gerade. Tl 1 3 4
Gerade und Parabel sind in dieser Abbildung zu sehen.
Diese Zusammenhange sollte man erkennen und verstehen:
Im Scheitel hat die Parabel eine waagrechte Tangente,
d.h. dort ist die Tangentensteigung 0: f'(-1)=0 !
Und die Gerade, welche die Tangentensteigungen darstellt, hat bei den Wert 0.
Rechts vom Scheitel steigt die Parabel an, d. h. die Tangentenstei 1gswerte, also die V. e von
f(x) sind positiv fur x> - 1. Das zeigt die Gerade: Sie verlauftr¢ ts von -1 oberhalb d¢  -Achse.
Links vom Scheitel fallt die Parabel, wir erhalten negative Tangente  :igungswerte, und ¢ log dazu
verlauft die Gerade links von — 1 unterhalb der x-Achse Gerade  ~rtan der Stelle -3 den

Wert — 2, das ist der Tangentensteigungswert firdie P .  mPunn " der x-Koor” .e -3 !

Umkehrung: Was kann man aus der zur Ableitung. nk. gehdérenaen Geraden fiir die

Parabel folgern?

Man wird damit beginnen, dass die Gera. = =. ““lle -11 dh.fu. =-1 erhalt man eine

waagrechte Tangente (d. h. mit der Steigung Alsu ““der F abelscheitel bei x = - 1.

Man hat ohne weitere Angabe '  ch keine Chanc.  ‘ie y-Kooru. e
dieses Scheitels zu bestimn  Das hat seinen einfa ~ Grund darin,
dass bei der Ableitung da-  _solutglied w  llt.

Also hat die Parabel miv ~ Gleichunc <) =4X* +X —_

\ by

(die obere Parabel inder AL “inc  ..ese Ableitur” ]'(X) =x+1,

was mit f'(x) identischist. .  .pen somitar  iselben Stellen x
die gleichen &’ Beide “eln habs  ¢n Scheitel bei — 1
aber mitve uedenei.  ~ordinaw

Und ~ . kann weiter sagen, ss die Pa. abel rechts vom Scheitel
steigt links davon fallt, dex  echts von — 1 liegt die

-5

LAbleitur,_  ~rade” Uber der x- 1se, also in den positiven Werten, links in den negativen Werten.

(Siehe Abb. qoben). Also  die Parabel nach oben gedffnet.
Y

Beispiel 2 1T
2 0 2 » 4./.. (] -
Gegeben ist die Funktion f(x) durch ihr Schaubild. Die zu f et
gehdrende Parabel gehe durch den Punkt P(-2|3). Bestimme 2 P
ihre Gleichung. e

Zunachst stellt man die Geradengleichung auf: Die Steigung ist m = % der y-Achsenabschnitt -2,

alsogilt f'(x)==x-2. Die Stammfunktion dazu ist f(x)=-=x*—-2x+c (Probe durch
Ableiten).

Setzteman Peinfolgt: 3==-4-2-(-2)+c < c=-2. Diesfihrtzu f(x)==<x"-2x-2.

Man nennt diese Funktion f eine Stammfunktion von f. Sie ist nur dann eindeutig bestimmt, wenn

man einen Kurvenpunkt kennt, mit dem man das Absolutglied ¢ bestimmen kann.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.d e
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Aufgabenblatt
Aufgabe 1

Bestimme die Gleichung der Funktionen deren Schaubilder die folgenden Parabeln sind:

ATy !!
T |
AT v |
NEENVEEEEN

b mmmaE
/

——

N

L]
—
[N

]
\\-
——

~
/J

\‘1

V1

|
<

AN ] | \

Aufy =2

Gegebenist.  “inktion f  ch f(x)= 2x% — x -L.
Bestimme den S. =l  schaubildes K einmal durch quadratische Erganzung und einmal durch
die Ableitungsfunktic _rechne auch die Nullstellen.

Zeichne das Schaubild der Ableitungsfunktion. Stelle einen Zusammenhang zwischen den
Eigenschaften der zur Ableitungsfunktion gehérenden Geraden und der Parabel her ohne die
Parabel zu zeichnen.

Aufgabe 3

Gegeben ist die Funktion f durch f(x)=2x"-3x-1.

Bestimme den Scheitel des Schaubildes K einmal durch quadratische Erganzung und einmal durch
die Ableitungsfunktion. Berechne auch die Nullstellen.

Zeichne die Parabel und das Schaubild ihrer Ableitungsfunktion ein. Stelle einen Zusammenhang
zwischen den Eigenschaften der zur Ableitungsfunktion gehdérenden Geraden und der Parabel her.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.d e
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Aufgabe 4

Stelle die Gleichungen der drei Geraden
auf. Sie stellen die Schaubilder der Ableitungen

der drei Funktionenscharen f,, f,, f, dar.

Gib die Gleichungen dieser drei Funktionen
an, soweit sie bestimmbar sind.

Zeichne zu jeder Funktionenschar drei
Parabeln in ein eigenes Achsenkreuz.

Erstelle alternativ auch eine L6sung mit einem
CAS-Rechner!

Aufgabe 5

Eine Parabel geht durch die drei Punkte A, Bund C. Stelle die Gi

"ung der Parabel au

Bestimme auch den Parabelscheitel und die Nullstellen. / %sung ¢ > und mit CAS)
a) A(112); B(-%1%); c(2]1-1)
by  A(1]-1); B(-1|-4); C(5|-4)
c) A(-1]-11); B(2|16); C(0]-8)
d)  A(110): B(319); C( )
Aufgabe 6
Lies drei Punkte ab und bes. e Gleichung de  Urabel:
T T
| / ' \\' X
/; [ o 2 I\l | 4 [

2

B

Verschiebe diese Parabel so dass ihr neuer Scheitel S'(3|-2) ist.
Wie lautet dann die Gleichung der Parabel?

Friedrich Buckel www.mathe-cd.d e
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1.2 Ganzrationale Funktionen vom Grad 3

Eine ganzrationale Funktion 3-ten Grades hat allgemein diese Gleichung

2
f(x)=a,x’ +a,x* +ax+a,.

Typische Schaubilder fiir Funktionen 3. Grades

(b) f(x)=-=x"+1x°

b (x) y
7 L i i
) / \\'\ |I ) -"fl
Ir';l \‘-.. |II __.-" /
f \'-. 2 I| 2 £
|III II\l_ |II { |
Ix % A x
f 2 of\ 2 [ )\ 2 -0 2
| \ | o
If I.' i
f 21— f. 2
| \'\
1 —— i
| \\ ,-"’ ."'I
' -4 St / 4
f
d)  f(x)=+x® e) f(x -= v x- t) f(x)==+x®—-x*+3x
8 . 3 ) 9
. '
y f .
/ $600 _
'.I | fix)
4 | {
."lII
\. G ..-"
2 /
2 /
/ { \ {
\‘\_~ x 4 #
L/ X £ o
2 T - \_‘. | s s
/ \ " '/ _
p/ -2 \ /
-2 I“l
\ x
4 L 0f 2 4 G
) A I'. II-I|l
/ /A

In diesen 6 Scha.  '=rr  .nmt alles vor, was diese Funktionen zu bieten haben:

In (a) und (b) liegten.  .Velle“ vor, d.h. die Kurve hat einen Hochpunkt, einen Tiefpunkt und einen
Wendepunkt. Ein wichtiger Unterschied in den beiden Schaubildern bzw. Funktionen ist das
Vorzeichen des ,hochsten” Koeffizienten. Bei (a) beginnt die Funktion so: f(x) = %xs +....

und bei (b) f(x)= —%x3 +... st dieser hochste Koeffizient positiv, dann gilt: Fiir x — oo folgt
f (x) —> 0. Das bedeutet, dass die Kurve nach rechts oben ,entschwindet®.

Ist dieser hochste Koeffizient negativ, dann gilt: Fir x — oo folgt f(x) — —o0 . Das bedeutet,
dass die Kurve nach rechts unten ,entschwindet®. Alle Funktionen haben jedoch die Wertmenge R.

Ubrigens ist jedes Schaubild 3. Grades punktsymmetrisch zu ihrem Wendepunkt, den jedes
solche Schaubild hat. In © gibt es keine Hoch- und Tiefpunkte mehr, in (d) (€) und (f) hat der

Wendepunkt eine waagrechte Tangente, weshalb er Terrassenpunkt heif3t.

www.mathe-cd.d e
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2. Zusammenhang zwischen den Schaubildern von f, ¥ und f"

Wissen: ﬁ

fl

.I:n

dient zur Berechnung der Funktionswerte. \

dient zur Berechnung der Tangentensteigungswerte und damit zur
Berechnung der Monotonie:

Ist f'(a) =0 , dann hat das Schaubild bei a eine waagrechte Tangente.
Ist f'(x) > 0 in einem bestimmten Intervall, dann steigt dort f streng
monoton, ist aber f'(x)> 0, dann fallt f streng monoton.

macht eine Aussage liber die Krimmung der zu f gehérenden Kurve.
Ist in einem Intervall f"(x) >0, dann nimmt dort die Steigung zu, also
krimmt sich die Kurve nach oben (Linkskrimr

Ist dagegen f"(x) <0, dann nehmen die ¢ gungswerte a.  so liegt
Rechtskrimmung vor.

An einem Wendpunkt liegt Krimmungsw 1sel vor. Dies ist dai

der Fall, wenn f"(x)=0 ist(alsoaneit Nullstelle vonf’)un abei
f" links und rechts davon vers  ~dene V. ichen hat (Krimpr gs-
wechsel ).

Beispiele: by
(@ f(x)=4x>-3x
f'(X) — %XZ _ 3 h f L
fr(x) = 2 x K,
.....2...
Auch wenn nichts weite  1egebenis*  ute : _
man einen Zusammenhar._  ‘ische’ .nKurven [T K
herstellen kénnen: ’
Ko ist offens’ “~haubil.  =rgan-
rationaler .iktion 3. Gi. ~Kiyhe oo
form,k’ e alsodas Scha. 1von t a,und
K; it e Gerade, gehortal.  'u einer linearen
Funktic  elche f’ darstellen 1n. 21
Uberpriifen . "as genauer:
Die Nullstelle von °t 0. Dort hat |
Ko seinen Wendepu Far x>0 “
hat Ko Linkskrimmung, was dazu passt, dass ; 3

die Gerade oberhalb der x-Achse verlauft,

was f"(x)>0 entspricht.

Fir x < 0 entdeckt man Rechtskrimmung, und das passt zu f"(x) <0 !

Die Parabel gehort zu ',

dann dort wo die Parabel Nullstellen hat, liegen die Extrempunkte von Kg !

Bei x = 2 der Tiefpunkt (f'(2)=0 und f"(2)>0 !)und beix = - 2 der Hochpunkt (denn es ist
f'(-2)=0 und f"(-2)<0).

Friedrich Buckel
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b) f(x)=—21x*+Lx* (Ko)
(K1)
(K2)

f'(x)=—-<x*+x

f'(x)=—-<x+1

Wir beobachten:

Die Extrempunkte von Ky liegen bei etwa 2,7 und
bei 0, also genau dort, wo f' ihre Nullstellen hat. :

Zwischen den Nullstellen von ' ist f'(x) >0,

dies bedeutet monotones Wachstum fiir die
Funktion f, was man direkt sehen kann, denn
vom Tiefpunkt ( im Ursprung) bis zum Hochpunkt
steigt Ko an. Rechts davon fallt die Kurve,

f'(x) <0, genauso fiir x < 0.

SchlieBlich die Krimmung: Die fallende Gerade hat link- von x =

Wir erkennen dort auch Linkskrimmung von Kq. Die Ki
Geraden mit der x-Achse, also der Nullstelle von f" ,vo. 't

Werten von f" passt. Der Wendepunkt von Ko liegt alsc =i

Zur Information: Die genauen Werte sind- & | %) und V

©) f(x)==x"+L+x

_ 3 3?2 1
f'(X)==5x"+5

f'(x)=<x
Eine Besonderheit fallt be er Ko zllation auf:
Die Parabel K; liegt ganz t. -Achse.
f' hat also nur =~ Werte, . s gilt fur all-
xeR: f'/ u. “ung:
Ko steir .eng monoton. anzenL snsbereich !
(Aust.  “he Kurvenuntersuci g siehe 42301 Aufgabe 304)
d) f(x)- °—-x"+3x
f'(x)=+. 2X -
f'(x)=%x-

Die Kurve Kg besitzt bei x = 3 einen Terrassenpunkt, also
einen Wendepunkt mit waagrechter Tangente.

Denn dort hat die f"— Gerade ihre Nullstelle mit Zeichen-
wechsel, was den Wendepunkt beweist. Und man beachte:
Der Scheitel der f'—Parabel liegt auf der x-Achse, ist also

eine doppelte Nullstelle! (f'(3) =0 bedeutet waagrechte

Tangente bei 31). Firalle x eR ist f'(x) >0, d.h. f wéchst
im gesamten Definitionsbereich monoton.

(Ausfihrliche Kurvenuntersuchung siehe 42301 Aufgabe 311)

g wec.
ach rec

~ositive Werte: f"(
“ am Schnittpur

‘A 7iv

4

>0.
Jder

negativen

t|3, Siehe 42301 Aufgabe 304).

My

— 4 -+

K, 2] e

\ //,/
X
2 2 "
K, //

/ KO 2
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3. Musteraufgaben

E Stelle Zusammenhénge

zwischen den drei Kurven
her und versuche am Ende
die Kurvengleichung von K,
aufzustellen.

Losung

K scheint das Schaubild einer ganz
rationalen Funktion f 3. Grades zu sein
K, gehdrt als Parabel vermutlich zur
Ableitungsfunktion f und Kz zu f".
Diese Vermutung werden durch die
folgenden Beobachtungen gestitzt:

(@) Krimmung von K,: Fir x <2 liegt Rechtskrimmung vor. zu passt, dass K;in ~ sem
Bereich negative Werte hat: f"(x) <0. Fir x>~ 4abenwi  1n Linkskrimmun

entsprechend f"(x)>0. Und der Wendepunkti. . “erUbc  nsstelle \* |0).

(b)  Monotonie von f: Die Parabelfunktion f hatfir 0« <4 -ative Werte, d.h. ffalltin
diesem Intervall streng monoton (vor ~‘~chpunkt H(C ') zun  “founkt T(4|-1).

In den AuBenbereichen ]-0;0[ u. '~ " st f'(. >0 un. . wéchst streng monoton.

(c) Aufstellung der Kurvene” _aung:
Aligemein gilt: f(x)= . +a,x’ +ax+a, °r f(x)=ax’ +bx’ +cx+d.

Wir bendtigen also zdingungen Jdie Koeffi. ~ =n zu berechnen.

Dazu die Ableitunge:  “'(x*  .ax® +2bx+c und f"(x)=6ax+2b

Aus dr iestmai.  ~Hochr . H(O | 1) ab, dies ergibt zwei Bedingungen:
fl =1 und f'(v, O, fernc vendepunkt W (2]0),waszu f(2)=0und

(2) =0 fuhrt. Dara 3jewinnt man durch Einsetzen dieses Gleichungssystem:

f(0, d=" (M
f'(0) = e ()
f(2)=0 sa+4b+ 26 +d=0 < 8a+4b+1=0 (3)
f"(2)=0 12a+2b=0 (4).
Man multipliziert (4) mit 2 und erhalt 24a+4b =0 (5)

Nun eliminieren wir b, indem wir (5) — (3) rechnen: 16a—-1=0. Dies ergibt a = %.

Eingesetztin (4): 12:7-+20=0 < 2b=-2 & b=-2.

x

Jetzt kennen wir die Funktionsgleichung: f(x) = 3 —%XZ +1.

(Aufgaben zum Aufstellen von Funktionsgleichungen, z. B. in 42011 und 42331 usw.)

Bemerkung: Um die Nullstellen dieser Funktion zu bestimmen bendtigt man das Horner-
Schema oder Polynomdivision (Siehe 42301 Aufgabe 309 u.v.a.)

Friedrich Buckel www.mathe-cd.d e
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(d)  Behandlung dieser Aufgabe (d) mit dem CAS-Rechner Classpad 300 von CASIO:
Und zwar geht es um das Aufstellen der Funktionsgleichung aus den vier Bedingungen
f(0)="1 (1)
f'(0)=0 2)
f(2)=0 (3)

f"(2) = (4).

Wir fliigen dazu Uber das Keyboard-Meni ,cat und die Form
,Cmd® den Befehl Define ein. Zuvor beachte man, dass wir
eine Funktion f definieren wollen, dazu sollte diese noch nicht
als Variable gespeichert sein. Also schaut man im
Variablenmanager nach, klickt auf das Icon mit der Aufschrift
a=... und b=.... Dann tastet man sich in den Hauptspeicher
main voran und léscht ggf. eine Variable f.

Jetzt wird also f(x) definiert:

Man achte darauf, dass man das kursive x von der
2D-Tastatur verwendet. Wirde man das x von der
abc-Tastatur verwenden, wirde ClassPad ax als eine
aus 2 Buchstaben bestehende Variable ansehen.
Man musste dann dazwischen das Mal-Kreuz setzen!

f(x):ax3+bx2+cx+d

Als nachstes gibt man die vier Bedingungen ein.
In der unteren Halfte des 2D-Mends findet “die
Klammerdarstellung fur 2 Zeilen. Klicktn. -«
nacheinander an, wird die Darstellung auf vi.
Daraufhin gibt man die Bedinguno .in:

¢ Edit Aktion Interakt’
i [Pl

3

~imal
Sjle,

Define fixi=aa “+car+d

fra=1
difFCFCD i 1, @I
fi2o=a
diff-

T da=8 asby

=ji é,-;=|a,d=1}

xf+n:||{a=1 -—E,c,=la,d=1}

cefine Flxizaar +ha g

done
il

:x:3 S

|h 1g =]

(Ich zeige hier eir.
was aufSerhalb des \

z

+1

it
2n Bildrandes sonst verborgen ware)

~itert.

| ¥ Edi ion Interaktiv |
dx =... .
[ gl b ] B
Define FCa =zt +har2+citim
done

i

f L0 |i:at - W':l--

0 ault | _Form
C aultListEditor ~rnd |:|

L aultSetu
[E

El‘. alder
EA b
Disp.  hl P

AJAE_ HEELE

bk _Standard Real Bog g

W Edit Aktion Interaktiv
] [ B
L 3 E

daone

1k

Lefine flai=ax—"+tba

Tooo

o
-
20 |5

n|B(i|w|c] ,|$—|x|y|z|t 4-|
mo) || 7 =

moj]] [®
=
(=R 15
lin0
[ Edn]

Algeb Standard Real Bog qm)

Jarstellung als im Handheld zu sehen ist, damit man auch alles erkennt,

Man erhalt die Koeffizienten wie auf der Seite zuvor. Nachdem a, b, c und d bekannt sind, muss

man

f nochmals definieren und zwar unter der Bedingung, dass diese Koeffizienten nun Werte haben.

Dies geht schnell durch Markieren und Kopieren. Zuerst markiert man die Define f(x)...

- Zeile.

befiehlt Kopieren (in Edit), setzt den Cursor in die neue Zeile und befiehlt Einfligen (in Edit). Dann
muss man den Bedingungsstrich | setzen. Man findet ihn in der Tastatur math unter OPTN.

Dann markiert man die Ausgabezeile der Koeffizienten inklusive der Mengenklammer und zieht sie
hinter den Strich. Nach EXE haben wir endlich die richtige Funktion definiert. Die Eingabe f(x) EXE

beweist dies durch die Anzeige ! Ergebnis: f(X) =L x> —2x% +1

Die Schreibweise diff(f(x),x,1,0) bedeutet f'(0) diff(f(x),x,2,2) bedeutet f"(2).
Die 1 bzw. 2 nach dem x gibt die Stufe der Ableitung an, die Zahl dahinter den Wert fir x.

Friedrich Buckel
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Nun folgt noch die Darstellung der drei Funktionen f, f und f".

Die Eingabe in die y-Liste sieht so aus wie unten gezeigt:

N Edit Tvp GMem # 5] [ Edit Zoom Analyse 4 ]|
od | FE EEE] e ' i
_1--:| 115 E!;l_- u;u—].j
Lefine f'f.x:'=a..t'3+b..l'2+i:-..ll'
done [
foxd
5 o . ).
T . . Mullstelle
e mc=—1, 4641@17yc—a
O [#1=fgx) L |
Blattl [ElattZ [Elatt® [EL 4| » Blattl | att2 [Blattd
Evl=f(x) [—1[a Ewl=f | [—
Owe=diff(fixdaxy 10 [—1] = —
B3 dif f<f i s, 23] [—] Ey2=g  flx)) [
Owd: g 2 A
O+5:0 w3=—.  xl] [—
Owa:0O dx=
Owx7v=0
Boa Real =TT B Rk
Dann klickt man das Kurvensymbol oben . A, ~rhaltda. wvas die chte Abbildung zeigt!
Man achte darauf, dass nun plét7” die 1.una. hleituny. - 1 als Gleichung anders dargestellt

wird. Diese Darstellung bedeut . Ableitung nact,  ~d 2. Able... g nach x.

Die schwer berechenbars  .ustelle wird -+ .1 ganz schi  ~eliefert:
Uber das Menii:  Ana, Graphise’  _6sung - Nullstei.: erhalt man x; =-1,46410....

(Mehr dazu in 49211 — Funkt. mit ClassPac”

Friedrich Buckel www.mathe-cd.d e
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@ Die Funktion f hat nebenstehendes Schaubild.

a) Skizziere in ein neues Koordinatensystem die
Schaubilder der Ableitungsfunktionen f' und f".

b) Welche der folgenden Eigenschaften trifft zu:

f'(0)=0
f'(-2)<0
f'(4)>0
f"(1,3) =0
f'(-1)>0
f"(3)>0

o g bk w b=

c) Die Funktionsgleichung von f kann in dieser Form angegebe rerden:
f(x)=a-x*-(x-x,). Begrinde dies und gib x; an.

Bestimme dann a mit Hilfe des Kurvenpunktes A(2 [1)

Wie lautet daher die Gleichung von f ?

a) Skizziere in ein neues Kor  atensystem
Schaubilder der Ableiti”  .unktionen f' un. .

b) Welche der folger . Eigenschaf  .rifft zu:

f'(0)=-5 — 3
f'(2)>n
f'(/ v
2,3)~0
>0
f'(« 0

£(5) =

c) Die Funktionsy .nung von f kann in dieser Form angegeben werden:
f(x)=a-(x=x)(x=x,)(x=x3).

Gib x4, Xo und x3 an.

N o g M o=

Bestimme dann a mit Hilfe des Kurvenpunktes Q(0 | -5)

d) Esgit f'(x)= %Xz —22Xx+7. Bestimme daraus und mit Hilfe von Q die Gleichung von f.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.d e
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Losung 2:

a) Anleitung zur Zeichnung, die als Skizze
verlangt war:

Man erkennt, dass Kbeix=0 und x ~ 2,7
waagrechte Tangenten hat. Es gilt also
f'(0)=0 und f'(2,7)~0.

Damit hat man die Nullstellen der Parabel
(F hat eine Gleichung 2. Grades !).

Weil die Kurve K links vom Tiefpunkt fallt
und rechts von Hochpunkt fallt, hat f

in diesen Bereichen negative Werte,

also geht die f-Parabel auf’en nach unten,
die Parabel ist nach unten gedffnet.

Ihr Scheitel liegt zwischen den Nullstellen, _ forefierid
also etwa bei 1,3. An dieser Stelle skizziert & /i [
man eine Tangente an K ein nun ermittelt durch ¢ igungse  ck (gestrichelt)
ungefahre Steigung der Tangente. Man erhalt Ax .« ~d Ay- Nies eroi*

f'(1,3) ~2 ~ 0,7. Damit hat man die y-Koordinate s+  “elschene.c. _ 1,3[10,7)

Bleibt noch die f’-Gerade: Der We- ktvon K lieg ei1,5, ist also f’(1,3)=0.
Nun muss man wissen, dass bei Lir. i, ~f"(x). Y ist, a. linksvon 1,3 (wo K
tatsachlich Linkskrimmung b . sindu. "—We. ~sil.  rechts davon negativ.
Wir haben also eine faller  serade durch, ‘1,3 | 0) - findet man nur schwer heraus.
Dazu muss man tiefir . Trickkiste areifen ui. ~ als Ableitung von f verstehen.
Im Ursprung hat f” - . Nullstelle v lie Parabe.  -a die Steigung 1. Das heil’t, dass
die Ableitung von alsof" F  denWert1hat: f"(0)=~1. Verwenden wir also
R(O | 1) als zweiten. 't uief’-Gerade  an liegt diese im Achsenkreuz fest !
b) Nun 7 ~.e... enenk. schaftr
f'(0)=0 ist richtiy, .enn im Ursprung, also bei x =0 hat K eine waagrechte

‘angente. Die Tangentsteigung ist der Funktionswert von f', also
aben wir tatsachlich f'(0)=0.
-2) <0 Jiese Ungleichung besagt, dass die Tangentsteigung bei x = — 2
negativ ist, d.h. die Kurve fallt in einer Umgebung von x = - 2.
Auch das kann man an der Zeichnung verifizieren.
f'(4) >0 Diese Ungleichung besagt, dass die Tangentsteigung bei x = 4
positiv ist, d.h. die Kurve steigt in einer Umgebung von x = 4.
Das stimmt nicht mit der Abbildung Uberein, aus der man entnimmt,
dass die Kurve in einer Umgebung von x = 4 fallt. Also misste es
richtig heiBen: f'(4)<0
f"(1,3) = 0 Wir erinnern und, dass die Nullstellen der Funktion f" den
Wendestellen der Kurve K entsprechen. Wir beobachten, dass der
Wendepunkt von K etwa bei x = 1,3 liegt. Wahre Aussage !
f'(-1)>0 Diese Aussage heilt, dass die Kurve in einer Umgebung von x = -1
Linkskrimmung hat, was zutrifft.

n

w

&

o
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6. f“(3) >0 Diese Aussage heil’t, dass die Kurve in einer Umgebung von x =3
Linkskriimmung hat, was nicht zutrifft. Dort liegt Rechtskrimmung
vor, also musste die Aussage so lauten: "(3)<0.

c) Die Funktionsgleichung von f kann in dieser Form angegeben werden:
f(x)=a- X2 -(x=x,). Begriinde dies und gib x; an.

Bestimme dann a mit Hilfe des Kurvenpunktes A(2]1)

Begrundung: Hat eine Funktion 3. Grades die drei Nullstellen x4, x, und x; dann kann man
ihre Gleichung so darstellen: f(x)=a (x-x,)(xx,)(xx,).

f hat eine Nullstelle bei x; = 4 und bei x = 0 eine doppelte Nullstelle, als~ _ 0.

Daraus folgt: f(x)=a-(x-4)-x"

Hieraus folgt fir x =2:  f(2)=a-(2-4).2° =a-(-2)-4=-8a.
Andererseits ist wegen A(2|1) f(2)=1. Dahererhdltman -8, 1 < a

(o] N

Somit lautet die Gleichung:  f(x)=—3x"-(x-4)=- x 1x%

Friedrich Buckel www.mathe-cd.d e
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Losung 3

a) Anleitung zur Zeichnung, die als Skizze
verlangt war:

Man erkennt, dass Kbeix=5 und x ~2,3
waagrechte Tangenten hat. Es gilt also
f'(5)=0 und f'(2,3)~0.

Damit hat man die Nullstellen der f-Parabel
(f hat eine Gleichung 2. Grades !).

Weil die Kurve K links vom Hochpunktundrechts, | /[ . ./’ &+
von Tiefpunkt steigt, hat f in diesen Bereichen '
positive Werte, also geht die f-Parabel aul3en
nach oben, die Parabel ist nach oben gedffnet.

Ihr Scheitel liegt zwischen den Nullstellen,

also etwa bei 3,7. An dieser Stelle skizziert man
eine Tangente an K ein nun ermittelt durch ein
Steigungsdreieck (gestrichelt) die ungefahre
Steigung der Tangente.

Man erhalt z.B. Ax =3 und Ay =-3.

Dies ergibt f'(3,7) ~ —1. Damit hat man die

N

y-Koordinate des Parabelscheitels: S'(3"

Bleibt noch die f’-Gerade: Der We
Nun muss man wissen, dass be’

tatsachlich Linkskrimmung

Wir haben also eine falle”

erhalt man beispielsweis.
Strichpunkten eingezeichne

f'(2) ~ —2. Ver+~~den wir ai

Achsenkre!- oL!

serade durr
" Beix =
Nas st dass die A

‘epunkt |
chtskrimmun,_
, sind die f"— Werte
~(3,710).
.at die Parabel etwa die Steigung -2 (Die Tangente ist mit
itung von f', also f" bei 2 den Wert -2 hat:

K lieg. ~ 7, cistalso f°(3,7)=0.
"(x)<u h. links von 3,7 (wo K
“ativ, rechts davon positiv.

an zweiten Punkt fir diese Gerade

(2]-2) als :iten Punkt fur die f’-Gerade, dann liegt diese im

b) 1 zu den angegebe Eigens. rten:
1. f(0)=-5 t richtig, dennin A(0|-5) schneidet K die y-Achse,
2. ") >0 sedeutet, dass die Tangente im Punkt B(2|y,) steigt: Richtig!
3. (- 0 ist falsch, denn die Tangente hat bei x = 4 eine negative Steigung,
denn sie fallt.
f"(2,3)~0 ist richtig. Dort liegt der Wendpunkt von K.
f"(1) >0 bedeutet, dass K in einer Umgebung von x = 1 Linkskriimmung hat,
was falsch ist.
6. f"(3) >0 bedeutet, dass K in einer Umgebung von x = 1 Rechtskrimmung hat,
was wahr ist.
7. f"(5)=0 wiirde auf einen Wendepunkt bei x = 6 hinweisen: Unsinn.

Richtig wére f(5)=0 oder f'(5)=0, aber f"(5)>0

Friedrich Buckel
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Die Funktionsgleichung von f kann in dieser Form angegeben werden:
f(x)=a-(x=x;)(x=x,)(x=x;), wobei x;, X2 und x; die Nullstellen sind.

Man erkennt: x4 =1 und x; =x3 =25 (Ein Berlhrpunkt ist eine doppelte Lésung! ).
Alsofolgt:  f(x)=a-(x-1)(x-5)(x-5)=a-(x-1)(x-5)*

Mit Hilfe des Kurvenpunktes Q(0|-5) kann man a so bestimmen:

f(0)=a-(-1)(-5)" =—-25a. Andererseits folgt aus Q(0]-5) f(0)=-5.

Durch Vergleichen erhdlt man -25a=-5 < a =%

Damit haben wir folgende Gleichung von f: f(X) = % . (X — L .

d) Esgilt f'(x)=2x*—-22x+7. Bestimme darausundm. ilfevon Q die Gleic
Durch ,Aufleiten” erhalt man
f(x) —E-X—B—g-x—2+7x+C
53 &5 2
f(x)=1x’-1x*+7x+C
Einerseits ist nun f(O‘ -
Mittels Q(0|-5' néltmanar crseits: 1, )=-95
Alsoist C=-5.
Ergebnis:  (X)==. &x°- -F

ig von f.
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Musteraufgabe [4]

a) Das Schaubild von f ist punktsymmetrisch
zu Z(2]0). Diesen Sachverhalt kann

man in einer Gleichung mit f ausdriicken. ) 0 w P

Schreibe diese Gleichung auf.

b) Lies Extrem- und Wendepunkte des Schaubilds ab.
c) Gib Zahlen x; oder Intervalle an, so dass die folgenden Aussagen richtig sind:
f(x,)=1, f(x,)<0,

f'(x,)=0 f'(x,)=-1, f'(x,)~%,
f*(x,)=0, f"(x,)>0, f"(x,)<O0.

d) Gib eine Vorzeichentabelle fur f und fur f’ an. Interpretiel liese Tabellen als AL 1gen
Uber den Verlauf des Schaubildes K von f.

e) Warumkann f"(x)=x+1 nichtdie zweite Able, . nktion . ° sein?

-~

Musteraufgabe [5]

Gegeben ist eine Parabel 3. Ordn }
(siehe Abbildung) als Schaubild  or
Funktion f. 5

a) Zeichne die Sche fer
von f' und f" in ~elbe

Koordinatensystem eir.

2N
b) Was * e, gilt: 2

(2)=0 und f"(z 27 / P

c) Bey ‘e oder widerlec ie folgenden Aussagen:

f h. lnter . [0;6] genauzwei Nullstellen.
Iminte,  [0;4[ gilt f'(x)<0.

f hat Wendepunkte bei 0 und 4.

Fir 3<x<5 ist f"(x)<0

Pobhd =~

d)  Stelle die Gleichung von f auf (Ergebnis: f(X) = %Xg’ —%Xz +3)

e) Zusatz: Lése d) mit einem CAS-Rechner.
Berechne dann die Nullstellen der Funktion mit diesem CAS-Rechner

f) Zusatz: Verschiebe das Schaubild von K so, dass ihr Wendepunkt in den Ursprung fallt.
Berechne dazu die Funktionsgleichung (Lésung auch mit CAS-Rechner mdglich)
und lasse das Schaubild mittels Rechner darstellen.
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Fortsetzung auf der CD.
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